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Resumo. Neste trabalho um problema inverso em conveccdo de calor é considerado para
uma placa plana vertical com aquecimento constante. O escoamento € bidimensional
permanente e descrito pelas equagdes de camada limite. A solucdo da equacdo da energia €
obtida através do método von Karmam-Pohlhausen. Um algoritmo de funcéo especificada
sequencial € aplicado ao sistema de equagdes que governam o escoamento e a transferéncia
de calor na placa. Os resultados dos experimentos confirmam a aplicabilidade da
metodologia inversa para a obtencéo da temperatura e fluxo da parede da placa em meios
convectivos.

Palavra-chave: Convecgdo de calor, Problemas inversos, Funcdo sequencial especificada,
Método integral.

1. INTRODUCAO

A andlise de um problema de conveccdo natural, envolve a solucdo das equaches de
movimento, continuidade e energia a partir do estabelecimento das condigdes de contorno.
Esse procedimento € conhecido como a solucéo de um problema direto. Entretanto em muitas
situacOes praticas, condicdes de contorno sdo desconhecidas ou inacessiveis fazendo-se
necessaria a utilizagdo de uma metodol ogiainversa

Técnicas de problemas inversos aplicados a conducdo de calor tem recebido muita
atencdo ha trés décadas. Beck and Blackwell (1985) apresentam uma excelente revisdo da
literatura, e resumem as varias aproximagdes e contribui¢bes significativas no estudo de
conducdo inversa de calor. A técnica de problemas inversos em conducdo encontra-se
atualmente em estagio avancado de desenvolvimento (Murio, 1996), (Raudensky, 1993),
(Ozisik, 1992), (Beck and Blackwell, 1985), (Alifanov, 1985) , (Alencar Jr., 1997), (Lima,
1998), (Bokar, 1995). Entretanto o nUmero de trabal hos voltados a conveccéo de calor € bem
menor. Um dos primeiros trabalhos em problemas inversos em convecgéo € apresentado por
Keller e Cebeci (Cebeci et al, 1975), onde se determina a variagdo da velocidade para um
coeficiente de atrito local prescrito ou a espessura de deslocamento em um escoamento de
camada limite. Recentemente problemas inversos em convecgdo vém recebendo atencdo



devido as vérias aplicacbes praticas de engenharia no uso de aguecimento ou resfriamento
convectivo. Pode-se citar trabalhos baseados na técnica de gradientes conjugados,
(Prud’homme, 1995), (Ozisk, 1996), (Machado e Orlande, 1997) e baseados na técnica de
funcao especificada (Moutsoglou, 1989), (Prud’ homme, 1995), (Beck, 1986).

Uma das dificuldades na solucéo de problemas inversos se deve a grande sensibilidade
das solugdes aos erros de medicdo. 1sso significa que uma pegquena imprecisdo nos dados
medidos pode resultar em grandes imprecisoes dos resultados. A principal dificuldade de
problemas inversos em conveccdo de calor vem do acoplamento entre as equagdes de
escoamento e temperatura, e a caracteristica ndo linear dos coeficientes de sensibilidade.
Neste trabaho um escoamento dirigido pelos gradientes de temperatura € considerado,
obtendo-se a solugdo inversa via técnica da funcéo especificada, (Beck and Blackwell, 1985).

O problema estudado consiste na estimativa do fluxo de calor submetido em uma placa
planavertical, através de medicdes de temperatura no interior do fluido.

Faz-se abordagem desse problema através das hipéteses de fluido incompressivel, e
regime laminar sob estado permanente. As equacfes de movimento sdo descritas pelas
equacdes de camada limite a densidade constante, exceto no termo da forca de corpo, onde se
aplica a aproximacdo de Boussinesg. A solucéo € obtida através do método de von Karmam-
Pohlhausen para uma placa plana aquecida, (Holman, 1990).

2. METODOLOGIA
2.1. Problema direto de transferéncia de calor
Antes da obtencdo da solugdo do algoritmo do problema inverso, apresenta-se a

metodologia do problema de transferéncia de calor direto estudado, que consiste de uma
superficie vertical aquecida com fluxo uniforme, como mostraa Figura 1.
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Figura 1- Placa vertical plana aquecida

As equacdes da camada limite que expressam a conservacado do momento e da energiaem
regime permanente para um fluido incompressivel, sdo escritas respectivamente, como:

au ou 0%u
u—+v— = T-T )+v—r, 1
o Hgy TR -T) v ()
2
u£+va—T:aaT, 2
ox oy Y,
%+?:O1 (3)
y

onde x € a coordenada da disténcia medida ao longo da placa, y é a coordenada da disténcia
normal aplaca, u e v sdo as componentes da velocidade na direcdo x e y respectivamente, T a



temperatura, a a difusividade térmica do ar, g a acel eracéo da gravidade e 3 a o coeficiente de
expansdo térmicado ar.

A partir de um procedimento andlogo ao descrito por Holman (1990) para uma placa
plana isotérmica, aplicou-se 0 método de von Karman Pohlhausen obtendo-se a solucéo das
equacOes da camada limite laminar para convecgdo natural em uma placa vertical tendo um
fluxo uniforme na superficie. Nesse caso, um perfil para a componente da velocidade em x, e
para a temperatura é proposto por:

u=a+bO/+cly?+d03s3 (4)
T=e+fy+g0s? (5)

Asconstantes a, b, ¢, d, e, f e, g, s8o obtidas de forma a satisfazerem as condi¢des de
contornos presentes no problema, ou sgja:

u=0, para y=0 (6)
u=0, para y=9; (7)
o _p, para y=9; (8)
ay
0%u T, -T
—=-9 W para y=0; 9
ay v
q'=- a—T, para y=0; (10)

oy

T=T,, para y=9; (11)
9T _p, para y=0; (12)
ay

onde 9, para nimero de Prandtl igual a 0,07, é a espessura da camada limite, k é a
condutividade térmica, q” fluxo de calor uniforme imposto na placa plana por unidade de
area.

A relacdo final parao perfil da componente da vel ocidade no eixo X, u, é dada por:

H-
O

: (13)
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sendo gue uy € uma velocidade de referéncia funcéo de x.
Utilizando as condi¢des de contorno dadas pelas Egs. (6-12) obtém-se a expressdo para o
perfil de temperatura na placa, como:

_q _ 5\
Tw—z[m(y ), (15)

onde a expressdo para a espessura da camada limite, J, encontrada:
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2. 2. Problemainverso detransferéncia de calor

Como citado anteriormente existem vérias técnicas para a solucdo de problemas inversos.
Nesse trabal ho a técnica da funcdo especificada proposta por Beck(1970) aplicada a conducéo
de calor é adaptada para o presente problema de convecgdo. O método € descrito
detal hadamente em Beck et al.(1995) sendo a guns passos do a goritmo discutidos aqui.

Um valor inicial para o fluxo da placa plana, q v, é adotado para localizaggo axial xy,
onde M=1,..9. Este mesmo valor é temporariamente assumido constante, ou sga, para
localizagBes axiais a0 escoamento, Xu+1, Xw+2, ---» Xm+r-1, ONde r € nimero de passos futuros:

Qv =Auvst = Awez = Ayers = Au (17)

O problema direto € entdo resolvido, obtendo-se o valor da temperatura T(X,Y)m+r-1,
através da Eq. (15).

Define-se os coeficientes de sensibilidades, X (X,Y)m+r-1, COMO a primeira derivada da
temperatura com relacéo ao fluxo de calor, ou sgja,

OT (X, Y) yysie
X (X Y)yrosa = % (18)
M

Observa-se que o mapeamento do coeficiente de sensibilidade mostra as regides onde é
melhor a localizacdo para o sensor de medicdo. Quando X(X,y)m+r-1 € relativamente grande,
significa alta sensibilidade de mudanca de temperaturas no interior a mudancas de fluxos. Por
outro lado, quando os valores de X(X,y)m+r-1 SB0 pequenos, as chances de bons resultados na
estimag&o sdo menores (Beck and Blackwell, 1985).

Define-se um somatério que representa o erro quadratico devido a diferenca entre as
temperatura medidas, Ywu.-1, € as calculadas pelo model o tedrico, Eq. (15), T(X,Y)m+r-1, COMO:

2

S= Z (Y(X' y)M+i—1 —-T(x, y)M+i—1) (19)

A Eq. (19) é entdo minimizada em relacdo a componente de fluxo gqu. Assim, derivando S
em relagcdo a componente gy tem-se:

a(;s =0= i (Y(X, Yz — T (X y)M+i—1)D((X1 ) I (20)

Uma vez que a temperatura € uma funcdo continua do fluxo de calor, pode-se expandir o
campo de temperatura em torno de um valor g , arbitrario, através das séries de Taylor:
T(X Y)wsia :Tl\;|+i—l(x’ y)+ X w+i2D0%y para i=1,.r (21)

Combinando-se as Egs. (20) e (21) , obtém-se Aq,, atraves daexpresséo,
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Z (YM+i-1 _Tl\jl+i—1)D(M+i—1
Aqy =+ (22)

onde T,,,,., S30 os valores de temperaturas calculadas baseadas numa estimativa inicial de
q v.. Umamelhor estimativa para o fluxo de calor na posi¢éo X, nesse caso pode ser dada por:

Oy =0y +Aqg,, (23)

O algoritmo computacional pode ser resumido em:

Passo 1: Adota-se um valor qualquer para o fluxo de calor superficia uniforme para a
placa plana, g*, normalmente o valor zero.

Passo 2: Resolve-se 0 problema direto através das Egs.(15) e (16).

Passo 3: Calcula-se 0 valor datemperatura pelo problema direto, T*(g*, X, Y, &(X1,0*)).

Passo 4: Calcula-se o coeficiente de sensibilidade X(g*), Eq. (18).

Passo 5: Calcularse Aqg,, , Eq. (22).

Passo 6: Obtém-se v através da Eg. (23).

Passo 7: Adota-se g, =q,, -

Passo 8: Retorna-se ao passo 2, até que se tenha alcancado o critério de convergéncia:

Q=) < g 0001

qM +1

3. BANCADA EXPERIMENTAL

O aparato experimental consiste de um duto retangular apoiado sobre uma bancada, como
mostrado na Fig. 2. Uma placa plana com uma resisténcia de aguecimento, de dimensdes 0,10
x 0,11 m, é instalada no duto e presa por prendedores laterais. A temperatura do centro da
placa aguecida, T,, é monitorada por um sensor conectado a um console elétrico que
incorpora um auto-transformador variavel com um leitor digital que controla e indica a
poténcia suprida a placa.

A placa aquecida é vista através de uma janela acrilica na parede do duto. Uma sonda de
temperatura contendo um termopar cobre-constantan do tipo T, mede temperatura no interior
do filme da camada limite a uma posi¢éo X, y da placa. Um paquimetro é fixado no aparato de
forma a identificar a posicdo y da sonda enquanto que a posi¢éo x € determinada através de
uma escala na prépria placa Um termopar cromel-alumel do tipo K localizado na parte lateral
do duto fornece atemperatura do meio ambiente, Te..



Figura 2: Aparato experimental

5. RESULTADOSE DISCUSSAO

Foram realizados 10 experimentos com aproximadamente a mesma quantidade de calor
imposta. Para cada experimento obteve-se as temperaturas ambiente, da placa e os perfis
T(x,y) em funcdo de valores pré-fixados de x e y. A Tabela 1 apresenta um resumo das
condicdes experimentais e parémetros assumidos para um teste tipico.

Tabela 1: Dados referentes aos testes realizados.

X (m) y (m) T.(°C) Tw(°®C) k(W/m°C) v(m¥s) g(m2s) B (°CH

0,01a0,09 0,002 26,1 76,0 0,02624  15,69e-6 9,8 0,0031

Para a obtencdo do regime permanente o fluxo de calor foi imposto por 10 horas, sendo
Y(XY), T, € Ty, coletados em intervalos de 3 minutos. Verificou-se que o0 regime permanente
foi acancado em aproximadamente 4 horas dependendo das temperaturas ambientes.
Estabel eceu-se entdo um tempo minimo de 6 horas entre o inicio do aguecimento e o inicio da
coleta de dados.

A fluxo de calor, g, estimado através do método inverso € apresentado na Fig. 9 para
passos futuros, r, variando de 1 a 5. Nota-se que r=5 apresenta 0 menor desvio em relacéo ao
valor médio estimado. Uma vez que um maior nimero de passos futuros acarretaria em um
menor nimero de temperaturas experimentais adotou-se o passo r=5 como o passo futuro
ideal para as condicOes desses experimentos. Observa-se na Fig. 9 uma variagéo significativa
entre os valores de fluxo de calor para os diversos passos futuros. Entretanto a medida que os
passos futuros aumentam a dispersdo em torno do fluxo de calor médio diminui, obtendo-se
parar=5 uma dispersdo de 13% em torno do valor médio de 288,68.

Observa-se, entretanto, que qualquer que sgja o valor der, o fluxo de calor apresenta uma
tendéncia linear com pequena inclinagdo. Infelizmente, no atua estadgio do trabalho esse
problema ainda ndo foi totalmente investigado. Ou sgja, o fluxo de calor imposto, devido as
caracteristicas construtivas da placa aquecedora, pode sofrer uma variagdo em torno de um
fluxo médio. Nesse caso a taxa de troca de calor obtida pelos valores estimados podem estar
representando as condigdes reais do experimento. Outra explicagdo poderia ser dada pela
presenca de alguma incerteza de medicdo no posicionamento de sensor em relacéo a y
introduzindo uma caracteristica sistemética em relagdo aos valores previstos no modelo. Uma
andise das fontes de erro e de sensibilidade da técnica é apresentada na préxima secéo.



A Fig. 10 apresenta o desvio entre as temperaturas medidas, Y(x,y), para as posicoes de x
descritas na Tab.1 e o desvio entre as temperaturas estimadas, T(X,y) obtidas através da Eq.
15, usando-se o fluxo de calor g, estimado pelo método inverso para passo futuro 5. Na
auséncia do conhecimento exato do fluxo de calor imposto propde-se como uma validacéo
parcial a comparacdo entre a temperatura experimental no centro da placa e a correspondente
temperatura calculada a partir do fluxo de calor obtido para r=5. Para essa comparagao,
inseriu-se um termopar na superficie interna da placa aquecedora, efetuando-se uma
calibracdo desse sensor com um sensor de temperatura na superficie da placa em sua posi¢cao
central (x=0,05, y=0). Uma vez calibrado o sensor interno da placa, o termopar da superficie
foi retirado de forma a ndo afetar os ensaios de conveccdo de calor. A Fig.11 apresenta essa
comparacdo, ou sgja a evolucdo da temperatura da parede estimada ao longo de x e a
temperatura medida no centro da placa, x=0,05. Observou-se um desvio de 1,34 % para a
temperatura medida pelo sensor interno e a estimada no centro da placa.
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Figura 10: Diferenca entre as temperaturas estimadas, T(x,y), € medidas experimental mente,
Y(x,y), para as condigdes apresentadas na Tab. 1.
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4. ANALISE DE INCERTEZA E DOS COEFICIENTES DE SENSIBILIDADE.

Uma vez que problemas inversos sdo muito sensivels a erros experimentais, torna-se
necessaria uma andlise das fontes de erros inerentes ao modelo e ao experimento. Identifica-se
como fontes principais de incerteza a determinagdo precisa das posicies x e y e 0S eros
aleatdrios contidos namedicdo de Y(x,y) edeT.,

Na andlise de sensibilidade devido a incerteza desses parametros utilizou-se as EqQ.
(15) e Eq. (16) em uma simulag&o numeérica. Para uma investigacdo da influéncia da posi¢do
y, adotou-se uma incerteza aeatoria de + 10 % e £5 % de seu vaor. Os valores de x foram
entdo fixados. Os resultados do erro percentual da simulagcdo podem ser verificados através da
Fig. 12. Nota-se a grande sensibilidade dos resultados em relacéo a localizagdo precisa do
Sensor na posicdo y, 0 que ndo ocorre aos erros adicionados a posicdo x e Tp. A Fig. 13
apresenta essa simulacdo. Nesse caso uma incerteza aeatdria de £10% na obtencdo das
posicOes de x; foi admitida, sendo fixado o valor de y. Para a verificagdo dos parametros,
temperatura experimental, Y(x,y) e de T, foi admitido um erro de £0,5 °C. Na prética obteve-
Se temperaturas experimentais com uma incerteza de medicao de +0,4°C

O comportamento dos coeficientes de sensibilidade indicam a regido de melhor
localizacdo dos sensores. Um mapeamento desses coeficientes é apresentada na Fig. 14, onde
as melhores tomadas de temperatura seriam para 0s maiores valores de X, ou seja em regioes
proximas a placa e em sua extremidade superior. Entretanto, distanciando-se da placa, o
coeficiente de sensibilidade torna-se a aumentar, mas afasta-se da condi¢éo de contorno de



interesse, diminuindo assim sua influéncia. Ao colocarmos o0 sensor de temperatura longe da
condicdo de contorno tem-se problemas na convergéncia do algoritmo , obtendo-se valores
sem significado fisico. O gradiente do coeficiente de sensibilidade ao longo do eixo x, para

uma determinada posicdo y decresce a medida que y aumenta, da mesma forma que ocorre
com o perfil de temperatura.
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Figura 14: Perfil do Coeficiente de sensibilidade ao longo da placa plana.

4. CONCLUSAO

A metodologia inversa foi usada para resolver um problema inverso bidimensional em
estado estacionario de convecgad natural sobre placa plana vertical agquecida com convecgéo



natural. A principal fonte de incerteza, nesse caso, reside na obtencdo da coordenada v,
normal a placa plana vertical. A metodologia inversa mostrou-se adequada para a obtencdo do
fluxo de calor na placa a partir de medicdes de temperatura no interior da camada limite.
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INVERSE FREE-CONVECTION HEAT TRANSFER ON A VERTICAL FLAT
PLATE

Abstract

An Inverse Convection Problem is considered from a vertical flat plate with a uniform heat
flux at the surface. The considered two dimension flow is described by the Boundary layer
equations and is obtained through the von Karman Pohlhausen method. An agorithm of
sequential function specification is adapted for the system of equations that governs the flow
and heat transfer in the flat plate. The results of experiments confirm the applicability of
algorithm for these problems.

Key words: Inverse Problems — Convection heat transfer — Sequential function specification



